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Prooemium. 


፲፡ differtatione, quam anno 1775 edidi et publice defendi, de Geume- 


tria acuftica i. e. de methodo, ex fola differentia temporum, quibus 


idem fonus e loco incognito A (Fig. 1.) proficifcens in tribus faltem locis 
B, C, D auditur, diftantiam et fitum loci A inueftigandi, agere: coepi, 


Quum motus foni, experientia tefte; aequabilis (it; data temporum, qui- 
bus fonus in A ortus in locis B, C auditur, differentia, reclarum quoque 
AB, AC differentia AC—AB innotefcit. Ponamus enim, fonum vno 
minuto fecundo percurrere 1083 pedes Parif. , et fonum in loco A or- 
tum » minutis fecundis ferius audiri in C, quam in B, et # minutis fecua- 
«dis ferius in D, quam in D; per fe patet, fore AC—AB=1083 m ped. ` 

et AD—AB=1038 n ped, Pari. . Quodfi igitur locus quaefitus A cum 


‘locis cognitis B; C, D in eodem plano pofitus fit; omnis difquifitio eo ree 


dit, vt oftendatur, quomodo datis in tetragono ABCD lateribus BC, CD; 


‘cum angulo intercepto BCD, et rectarum AB, AC, AD differentiis hae 
rectae ipfae inueniri queant, Hoc problema tetragonome'ricum foluendi 
"duplicem tunc expofui methodum, Prima a cel. Jona Melderkreuz (*) ce 


y. ND UI Geome- 


O Abhandlungen der Königl. Schwedifhen Akademie der Sgiffenfdaftem, Dritter 
Sm, E 82>87, nad) der Käftnerfgen Mebrefegung.. 
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Geometria fublimiori defumta, quam l c. $. t5. illaftrani, conftructione 
duarum hyperbolarum GO, HF (Fig. 1.) fe inuicem in A fecantium ab- 

- foluitur, quarum altera GO, affumto axe transuerfo GI=AC—AB, circa 
focum: i3, altera vero HF, facto axe transuerfo HK=AD—AC, circa fo- 
cum C deferibitur. Secunda, quam, nutum cel. Kaeffreri fequutus, l, c. 
$. 22. ex principiis trigonometricis erui; in hoc confiftit: 


Sit 
BC—m finus totus — ፤ 
CD—n anguli BCD finus — p 
AC-——AB—b eius cofinus= g 


(g-+hq)?+n?p?1?=8 
a n? p*bl—(g Hho) (ጾት bg) y 
4 21م 2م‎ — (kk 2bnq)? == 05 
erit AB = —yF y^ (Bity?) 
b Nubes لو‎ 
Quum vero accurata hyperbolarum, qualem prima methodus requirit, 
conftructio» multum incommodi habeat; calculus contra, quem fecunda 
-praeferibit» admodum moleftus fit; tertiam methodum Geometriae tan- 
tum elementaris principiis innixam, fimulque reliqua, quae Geometriam 
acufticam fpectant, data opportunitate tradere pollicebar. Vt igitur pro- 
miflis tem, materiam iftam in hac dillertatione fintam» eo quidem ordine, 
vt primo dictum problema generale noua methodo foluam, deinde viam 
-aperiams diftantiam et fitum loci A inueniendi, etiamfi ille vel fupra vel 
infra planum BCD pofitus fit, denique difquiram » quatenus Geometriae 
acufticae, cuius theoria adeo elegans eft, vfus etiam fperart poffit practi- 
eus, tandem Coronidis loco Scholio quodam celeberrimae aequationis $= x 


A in 


TEE NER 3 


in differtatione hac obuiae, cui tota Analyfis infinitorum fuperftructa eff 
veram iadagabo indolem, 


$. r. 
Problema 1 


Datis in tetragono ABCD (Fig. 2.) lateribus BC, CD, cum angulo, 
intercepto BCD, et differentiis AC— AB, AD—AB ipfas rectas AL, AC, 


AD inuenire, 


Solutio, Demittatur ad rectam BD perpendicularis CL, et ad rectam 
CF, quae rectae BL parallela eft, perpendicularis AF; erit NE=CL, et 
FC—NL. Quum porro datis in triangulo BCD lateribus BC, CD et an- 
gulo intercepto BCD, etiam. ipfius bafis BD, altitudo CL cum recta BL 
facile tépertantur» rectas hasce pro cognitis accipiamus, 
Sit igitur BD—m 
Blan 
Cis NE= 
AC — AB 2 b 
AD — AB —c 
et AB a +; 
eit AC — x ا‎ 
AD=x+c : i | 
ኦር — NL = n — BN 582.4 Prè wo 
et ND — m — BN. 
Quum igitur AB? — BN? — AD? — ND? ; Vr 
erit x? — BN? =x? pa cx fc? — m? ት 2 m. BN — BN? EJ" 


- 


ergo m^ اع مه‎ —2€X gy - 
5:05: - 
Ponatur breuitatis cauffa m? — e? ==ኬ 
erit BN=h— 2 cx 
| am. k : 4 Me! 


binc FC—n — h—2cx 
በ 2225 ae ‹ a 
FC: 2 mn — ከጭ 2 ርጄ., 


2m 
nore eft AN? — AB? — BN? 


hinc AN2=x2 Bs ADA x^ 
4m? 
—4m?x?—h?J44chx —4c?x* 
4m? 
== 4 hk? ት 4chx— h? 


4m* 


ANSÈY (4 hx? ¥ 4 chx — h?) 
Iam vero AF — NF t AN, 
hinc AF = re L y^ (4 hx? ቶቶ chx — h?) 
2m 


AF? =r? ት 4 hx? «3 4 chx — h? ya hx? 4 chx ሙ h2) 


4m? 
ergo AF? == 4 m?r? — h? E 4 hx? ቴ 4 chx»ba mr ያ" (4 hx? ፣ 4 «ከ፳ — h?) 


4 m? 
Sid ^ imul eft 
` AF? AC? ሙ፻ር። 


hinc At? =x? ዱ.2 bx 7 E (2 mn Theb 2cx)? 


4 m? 
ልጀ:=57 ERSTER (2mn— h)? Ed he 
0 eee Don ch)x— 4c? x? 
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4m? | AP? 


x . . 5 


AF?.— 4 hx? ት 4 (2 m?b — amne ch) x #4m?b? —4m?n? h 4 moh — h? 
BA KAN AA et EA, po oS I C n bi 
Breuitatis ergo ponatur 2 (mb — nc) =l; 
erit AF? == 4 hx? ፣ፋዉ|ሄች 4chx مق‎ 4 m?b? — 4m*n2 +4 mah — h? d 
: Hinc 
4 m?r? ት 4mr y^ (4 hx? 4 chx—h?) حت‎ 4mbIot4m?b? —4m?n?4mnh 
mr? ዱ፣ y” (4hx? 44 chx — h3)—lx.Fmb? —mn? sab 
fy (4ከ57 ት 4chx — h?) = lx 4«m (b? —n? —t£2)4 nh : 
Ponatur ከ) (ከ — n? — r?) ት nh = g 
erit c ያ (4 hx? ት 4chx — h?) = Ix rg 
ar? hx? p 4 r2 chx — r2 h? == ]2 2ج‎ ት 2 glx و‎ 
(41^h —1?)x? ናች 2 (2፻7«ከ - gl) x == ፣*ከ* eg? 


———— سه 


انس حم وو ن ا دل وروم ي 
x? H 2(2r?ch — gl) rèh? 4 g?‏ 
- مخ > lu Sr‏ 
t?h — 1? | 4 12h —1?‏ 4 
Ponatur tandem 3 r?^ch — gl = u |‏ 
rh? #g? — v | `‏ 
41h —1? = t3‏ 
o v‏ ^ 
xt‏ ص ' ጂ‏ لايق grit x?‏ 
Ergo x = — u Ey (u? & vt)‏ 
LT 8 t 01 0‏ 


Tertiam hane, quam nunc inuenimus; problematis noftri folutio- 

gem vniuerfalem , quamuis pro fublimiori quacftionis indole fatis adhuc 
- prolixa fit; multo tamen breuiorem et faciliorem clTe fecunda, in aprico 
sit; Yt autem et natura et vlus eius eo luculentius pateat; notandum eft: 


. an | A3 . 1) Aequa-. 


B 
- 


ዳደ. 


ست | 5 


1) Aequationem pro x feu AB inuentam baud immutari, etiamá 
vel perpendicularis AF extra BL, vt Fig. 3. 4, vel apex A extra angulum 
ECD, vt Fig. 5, cadat, ` Si enim AF cadat extra BL finiftram' verfus 
(Fig. 3.); omnis mutatio» quam folutio hoc cafu patitur, haec eft, vt 


ከ-፦2 cx 
BN ¿negativa الفا‎ BN = بس‎ ——- euadat. Sed quum hic fimul 
2:08. i 
A h—2cx 
FC = n ት BN fiat 5 hoe cafu rurfus erit FC — n — ——— —, adeoque 
2m 


aequatio pro x eadem prodit cum illa, quam fupra inuenimus. Si porro 
AF extra BL dextram verfus cadat, vt Fig. 4, omnis mutatio in eo confi- 
ftit; vt FC negatiua euadat. Quum vero in folutione non nifi quadratum 
FC?, quod femper pofitiuum eft, occurrat; aequatio pro x inuenta nec 
hoc cafu vllam mutationem patitur, — Si tandem apex Á cadat extra angue 
lum BCD (Fig. 5.), denuo BN negatiua et FC —n + BN euadib 


h-2cx : 
—— manet. Iam quidem porro hoc cafu: 
2 m 


adeoque rurfus FC — n — 


AF = AN — FN, ‘adeoque r — FN negatiua fit. Sed quum im aequa- 
tione inuenta non ipfar, fed tantum eius quadratum r° occurrat; quod 
femper pofitiuum eft ነ aequatio pro x inuenta etiam hoc cafu eadem. ma- 
net. Tali modo conftat, folutionem, quam dedimus, vniuerfaliffimam 
elle atque omnes cafus poflibiles in fe comprehendere, 


2) Ex hoc vero apparet y eam problematis effe indolem, vt ex ipfe 
valore rectae quaefitae AB inuento nullo modo diiudicari poffit, num apex 
ል intra angulum BCD, an extra illum ‘ponendus fit, fiue hic valor pofiti. 
vus, fiue negatiuus reperiatur, - Haec igitur ambiguitas: ex aliis circum- 
ftantiis tollenda eft, et በ problema hoc ad Geometriam acufticam applica- 
tur: facile folo foni auditu tolli potcft, 79 


3) Quum aequatio pro.# inuenta guadrarica fit, haec vero femper 
: duas 


^ 


«| 


duas radices habeat , adeo vt codem juré 
x= ردان سب‎ (u? + vt) 7 
A a 
: t 
x 223 —0— (w4 + vt) 


— puer liceat; pro recta quaefita AB duo 
4 | 


femper va'ores reperiantur, quorum vterque quacftioni. propofitae fatis= 
facit. Si'igitur problema ad Geometriam acufticam applicatur, vera di- 
ftantia verusque fitus loci quaefiti A per fe ancipites funt, neclnifi ex aliis 
circumftantiis diiudicari poteft, quinam inter dnos valores pro w inuentis 
in quolibet cafu locum habeat. ` In multis altem cafibus id immediate 
cognofcitur, quia ex obferuationibus foni in locis B, C, D inttitutis notum 
eft; quaenam rectarum AB, AC, AD fit maxima, 


4) Si calculus inflitutus fummam a" ተ vt negatiuam tradat, #ta vt 
xa uty -—a 


reperiatur; valor pro x inuentus mere imaginarius 
t 


eft, ergo in hoc cafu quaeltio propofita abfurda eft, nec vllum quadran- 
gulum ex datis conditionibus conilrui poteft. In Gegmetria acuftica hic 
cafas nunquam locum habet, dummodo momenta, quibus fonus auditur, 
rite obferuentur, 

5) Pofito AC « AB, quantitas b negatiua, et pofito AD « AB, 
quantitas c negatiua fit. Quodfi ergo fonus in C ocyus auditur, quam in B, 
valor 6 negatiuus, et fi in D ocyus auditur, quam in B, valor c negatiuus 


poni debet, 


| 'ዬ፦ 

Vt eo melius intelligatur; quomodo calculus in quolibet cafu dato 
inftituendus fit, rem vno faltim exemplo illuftrare iuuabit. Experientia 
comprobatum eft, fonum per vnum miliare circiter 20 minutis fecundis 
ferri ~ adeoque centefi imam partem milliaris tempore î, minutorum fe-" 
cundorum feu 12 minutis terüis abfoluere. ^ Ponamus igitur, fonum re 
een ctam 


€ o 


8 x መመ 
ctam AC 96 minutis tertiis, et reclam AD 3 minutis fecundis tardius percut 
rere, quam rectam AB; erit b= AC— AB— 3, et cœ AD — ልጅ 15 
partibus centefimis milliaris. Iam ponamus BD=m=30, BL=n=10, 


et LG=rz==6 eiusmodi partibus;` erit ከ — m? — ርፎ == 675, 
A mI ABO g—m(b? — n? — r2)-- nh—459o, 
2r2ch= 729000, r?h?—3 16402500, 4r?h— © 9720 
— gl —=— 826209, +8” —- 21068100, — l? = — 32400 
'u =— 97200, ' 'v = 37470600, t= 64800 
wt == 2428094880000, + y^ (u? + vt) = + 1561263 ` 
+u? =+ 9447840000, va BERE rs 
بب‎ ቻች” “ሞም ገ” ትሎ ባም” “ጅመን RCA MR SOS MISSE > LE E 
u? ES AIN —u+y (u?-rFvt)— 1658463 
dts od —u—y (u + ve) =— 1464063 
—u+y (u +vD _ 1658463 = 25 38463 
t ‚64800 © at 64800 


Ergo ARSS AS: 
AC =x+b= 33,593 p partibus milliaris centefimis. 
x AD =፪ተር= 40,593 | | 


| Sed porro 
TL t D ES. 1464063 ہے‎ as 38 465 
Rc OPE - 64800 ' 64800 ] 
‘Ergo 5) AB = x = — 22,593 | 
AC =x+b— — 14,59 1 partibus milliaris centefimis, 
AD ==x+¢ = — 7593 rd 


Quodfi iam veritatem valcrum, -quos inuenimus, explorare velis, duc 
fectam BD==30; BL— 10, ac erige perpendicularem LC— 6. | «Sic ha- 
bes triangulum BCD. Nunc fuper bali BC primo loco, defcribe triangu= 
‘tum BAC rectis. AB == 25,593, et AC 33,593» atque reperies 
AD = 40,593, et apex A talem fitum habebit, vt perpendicularis AN 
inter B et L.cadat. . Deinde fuper, eadem bafi BCaliud triangulum, defcribe 
Kr) ን alum- 


ክር e ae 


que DC — CD. erit BD — 3 BC, hinc m=22n, iim pen ge 8 
an(n” kb nante), a 


ex 
2n(ab— c) 

hine x — a (6 Fb) T6: AUC 

i n 2 a edo A : 

i 2 (n? +b?) — c? 1 BEA ይች) e, 

Ergo x ETE ER ie ABE TASAS 


Ba : $. 8. 

Quum aequationes $$. 6. 7. exhibitae non folum fatis breues, fed 
etiam, quia primi gradus funt; non nifi vnicum valorem pro AB admit- 
tant; pofitio flationum B, C, D in eadem recta, praecipue fi fimul 
BC CD aflumitur, in Geometria acuftica omnibus reliquis merito ante= 


' ferenda eft, vt in diflertatione priori iam monui, 81 porro in his sequa- 


tionibus rectas BC, BD iisdem litteris defignes, quibus in 611. priori vfus 
fum, i e. 6 BC— m, CD=n, adeoque BD=m ተጃ ponas; reperies 
per $ 6. AB (m+n) (ዉ6 ተ” ) —me? i 


on siu nem, quae plane êa-‏ المي لي 


"dem eft, quam in diff. priori $. 40. pro hoc cafu inuenimus, Sedcom- | 


paratio harum aequationum ceteroquin prorfus congruentium fimul docet; 
eam, quam nunc $. 6, exhibuimus, illa, quam dik. prior exhibet; muko 
concinniorem elle, | . ١ 


» 9. 
| Aflumatur 5) ftationibus B, C, D in eadem recta gwo tis (Fig. 5 


cmo, adeoque "AD — AB, erit per $. 6 


¿eS m (n? —b? )—nm? n RRA: Fa Ergo 

amb | = - L j x 
"xc BO = ricos وما‎ Hoc cafu x quidem negatina videtur » fed 
Ni. —ab . i | Ba | |. quum 


yu ” ٠ E ሠ 


+ 


Kt 


y 
12 ——— 

quum triangulum BAD aequicrurum fit, hic femper eft ልር"< AB, adeo- 
que b negatiua. Ergo x reuera pofitiua eh, 


SSH. Ts ve 

Affumamus 6) ftationibus B, C, D in eadem recta pofitis non folum 
elle ዩ==9› fed quoque b 0; erit, per 9. 9; x — n(m — n) == x, 

^ 0 

Ergo in hoc cafu diftantia AB infinite magna eft. - Hic igitur cafus; re 
rigorofe fumta, numquam accidere poteft, i.e, nullum triangulum BAD 
(Fig, 7.) conftrui poteit, in quo ሏ8== AC——AD fit, feu, quod idem ef, 
in triangulo aequicruro BAD nulla recta AC duci poteft, "quae cruribus 
AB, AD aequalis fit, alias enim BA foret infinite magna, 


Bate 
Tandem ponamus 7) tationibus B, C, D in eadem recta affumtis, 
ex obferuationibus foni reperiri ከ — BC = n; et c—BD — m, erit 
n? — b?—o, m? — c?—o, mb — nc— mn—nm =o, ergo per ዓ. 6. x — 9. 
Quid haec exprellio fignificet, in Scholio, quod infra addemus, docebitur, 


: Y 32 | 

Suppofuimus hucusque, locum quaefitum A cum ffationibus B,C, D 
in eodem plano elle, adeoque rectis; quibus iunguntur, tetragonum ABCD 
terminari, cuius diagonalis fit AC. Quid vero, fi locus A extra gin 
ECD ponatur, ita vt A fit vertex pyramidis, quae triangu'is BCD, AEC 
ACD, ABD terminatur; adeoque, ad fitum loci A explorandum, eius . 
non fo'um diftantia AB, fed etiam altitudo fupra planum BCD quaerenda . 
fit? Hoc cafu tres ftationes B, C; D non fufficere, facile intelligitur. — Vidi- 
mus enim in prooemio: locum A (Fig. t.) in interfectione hyperbolarum. 
GO, HF deprehendi. Si igitur A cum locis B, C, D in eodem plano eft, 


ad. REN: hanc ع‎ a non requiritur» nifi vt hyperbolae 
| ; ap | | itae 


- 


A 


| MUT ^3 
itae in plano BCD conftruantur, | Si vero locus A extra planum BCD po- 
nitur, inclinatio planorum ABC, ACD ad planum BCD ignorzcur, adeo- 
que-plana ABC, ACD, in quibus hyperbolae GO, HF conítrui debent 
plane incognita manent. ^ Vnde patet, ad locum ላ hoc cafu explorandum 
quatuor certe obferuationibus foni in [tationibus-B, C, D, E opus fore, 
Hac autem ratione ex differentiis temporum, quibus fonus in illis obfer- 
vatur; differentiae rectarum AB, AC, AD, AE innotefeunt, et locus A 
eft vertex pyramidis quadrangularis, quae bafi LED et lateribus, AB, 
AC, AD, AE determinatur, Quodfi ergo quaeftionem: quomodo loci A 
extra planum, in quo obferuatores foni funt, pofiti cum diftantia tum 
altitudo et verus fitus explorari poffit; vniuerfiliffime folutam velis 5 cla- 
rum eft, illam fequenti? quod iam foluere volumus; problemate mtir | 


$. 13. 
Problema 2. 


5 pyramide quadrangulari (Fig. 1.), cuius vertex in A eft, pr 
bafeos lateribus BC, CD, DE cum angulis BCD, CDE, et differentiis late- 
rum AB; AC, AD, AE, haec latera ipfa et altitudinem ac fitum verticis A 
inuenire, 


Solutio. Polito AC — AB—a, AD— AC—b, AE—AD-— c; fac 
BG—CI— 1 (BC — a), CH—DK =F (CD— b), DL=EN— 3 (DE—<); 
ac defcribe circa focum B ex vertice G hyperbolam GO, circa focum C ex 
vertice H hyperbolam HF, circa focum D ex vertice L hyperbolam LM. 
Hasce tres hyperbolas GO, HF, LM rota circa axes fuos GB, HC, LD, 
donec fe omnes in vnico puncto A interfecant: habebis verticem A, atque 
latera quaefita AB, AC, AD, AE, et demifla ex A ad prann BCDE recta 
perpendicularis dat fimul altitudinem pyramidis. 

Demonftr ario Quum EG—CI; erit G! —BC— 2 BG axis transuer- 
6” ያዊ GO, lam vero BC ፦ a = 5 BG. (P سنا‎ ከአር 

AD: BC 


44 | N ie o 
BC— 2PG=a, id eft, axis transuerfus GI— AC — AB, ergo vertex A 
in hyperbola GO crit, ` Pari modo pater, hyperbolae HF axem transuer- 
fum HE=AD—AC; et hyperbolac LM axem transuerfum LN:—AE—AD 
effe, adeoque verticem A quoque elle in hyperbolis HF, LM. Ergo ver- 
tex A in interfecuone omnium trium hyperbolarum crit, 


Ñ. dq 


Haec problematis vniuerfalis fo lib omnium quidem breuiffina eft, 


fed quia nor, n: ii tentando inftitui poteft, ad folutiones tantum mechanicas- 
pertinet. Praeter haec vero ifta tentatio, quippe quae fimu'tanea trium 
hyperbolarum rotatione circa diuerfos axes nititur, tahta fimul labora: dife. 
ficultate» vt absque fumma moleftia vix peragi poflit. Vnde fimul ap- 
paret, problema hoc iam infer maxime intricata referendum effe , et quam- 
vis nullum dubium fit, quin illud vel geometrice aut trigonometrice variis 
forte modis folui poffit; facile tamen eft praeuifu, huiusmodi folutiones 
adeo prolixas et difficiles fore, vt eas rimari vix operae pretium fit. © 


Quod 
: Haec mihi fcribenti fequens problema hoc trigonometrice foluendi in mentem 
yenit methodus, Ex pyramidis apice A (Fig. 8.) demitte ad planum BCDE per- 
pendicularem AT, atque duc rectas BI, CI, DI, EI, quae cum AI efficiunt angue 

los rectos, Ponatur finus totus— r1, fin. ABl=u, fin, ACI— v, fin, ADI=w, 
fin, AEl—z, AC—AB=a, AD—AB و ع‎ AE—AB=e; erit 

(xF e), bine ሃ== UX ‚w= ux, Z= ux,‏ وح رفظ ع) م ap‏ شرع 0 م 
xa =2ጭ4 xe‏ 

Porro eft BI—x ^ (1—u02), CI-(x ዱ a) y (1—v2), Dex F OF (1—w*), 
EI (x ^F © y (1—2?) Iam quaere cof. BCI ex lateribus BC, BI, CI, cof 
ICD ct cof, CDI ex lateribus CD, CI, DJ, atque cof. IDE ex lateribus DE, DLEL 
Porro ex reperto cof, BCI et dato cof. BCD quaere cof, ICD, tunc duae iffae 
aequationes pro cof, ICD inuentae dabunt quantitatem 4 per incognitam x et 
“meras cognitas exprefíam. - Tandem ex reperto cof, CDI et dato cof, CDE 
quaere cof IDE; tunc iftae duae aequationes pro cof, IDE repertae dabunt 

< quantitatem x per folas. cognitas expreffam , adeoque problema folutum erit, — 
7 Ex hac autem methodo fatis apparet, aequationem pro x non nifi mo. 
leftiffimis operationibus algebraicis erucndam maxime complicatam fore, Vnde 
== fufficit; viam monftraffe iis, qui folutionem problematis reuera periclitari volunt, 


7 A ረቃ EI - 
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-Quod vero Geometriam acufticam attinet, problemate bóc gértéra'iifime 


propofito non opus eft, fed locus quaefitus A, etiamfi extra planam-ob- 
feruatorum ponatur, mu'to commodius “explorari vorett, nempe fr tres 
ftationes B; C. D (Fig, 9.) in eadem recta, et quarta E extra ilamsetigan+ 
tut, Haec procedendi ratio id fimul commodi habet; vt methodum ma: 
xime generalem praebeat, loci quaefiri veram diltantiava verumque fitum 
in omnibus poflibilibus explorandi cafibus, Difquiramus igitur, qua via 
hic incedendum fit, 59 


S : $. 15. 
^ | Problema 3. 


Mediante fono, qui e loco A proficifeitur, loci huius diflantiam 
et fitum inuenire, vbioungne ille pofitus fit (Fig. 9.). 


urio. 16 plano BDE conflituantur quatuor obferuatores ita, 


| vt tres in B, C, D fint in eadem recta DD, quartus véro in E extra illam, 


Quilibet horum probe notet temporis momentum, quo fonum ex loco A 
propagatum percipit. Ita ex differentiis temporum, quibus fonus qua- 
tuor loca B, C, D, E attigit, inueniri poffant differentiae- AC— AB, 
AD—AB, AE—AB. — Ex repertis differentiis AC— AB et AD—AB quaere 
(per $ 6.) diflantiam quaefitam AB, fic fimul habes diftantias AC, AD, 
AE, Ex lateribas (ic cognitis AB, AD, BD trianguli BAD quaere per Tris 
gonometriam planam angulum BDA, et ex cognitis lateribus AD, AE, DE 
trianguli DAE angulum ADE. — 009006 fumma repertorum angulórum 
BDA, ADE aequalis eft angulo dato BDE, inde elucet, locum quaefitum 
A cum flationibus B, C, D, E in eodem plano effe; ergo hoc cafu angu- 
lus intentus RDA fimul verum loci A fitum indicate Si vero fumma an- 
gulorum BDA, ADE maior fit angulo dato BDE; inde patet, locum A 
non effe in plano BDE, fed vel fupra vel infra illud pofitum. Hoc au- 


sem cafò altitudo loci À fequenti modo inuenitur > ; 


TUE | Bemittatur ex A ad planum BDE recta perpendicularis Al, et in ` 
| ES e An ' — eodem 
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eodem. plano ducatur recta DI; erit Af altitudo loci A, et planum ADI 
ad planum BDE perpendiculare. Jam fiat DF=DG==DB, et ex cen- 
tro D ducantur arcus circulares BF, BG, FG; orietur triangulum fphaeri- - 
cum BGF, cuius latera BF, BG, FG SUA funt angulorum. coguito- 
rum BDA, BDE, ADE, atque. erit DH=DG=DF. . Ducatur. itaque 
porro ex centro D arcus circularis FH; orietur alterum triangulum fphae- 
ricum FHG, cuius latera HG, FH menfurae funt angulorum HDG, ADI, 
et quum planum ADI ad planum BDG perpendiculare fit; angulus. [phae- 
ricus FHG ell rectus, Hinc 
1) in triangulo fphaerico BGF ex cognitis tribus lateribus BF, BG, FG, 
feu angulis planis BDA, BDE, ADE quaere angulum fphaericum BGF, po- 
` fito finu toto=r, inferendo: 
fin. BDE >< fin, ADE: r &« የ== 
fin. “(BDA-HBDE—ADE)X fin, 3(BDA-HADE—BDE):fin.2BGFX (in. ¿BGF 
2) in triangulo fphaerico rectangulo FHG, ex angulo reperto BGF 

et latere FG feu angulo plano ADE quaere latera FH et GH, feu iUm 
planos ADI et EDI, inferendo: 

primo, r: fin. ADE ‘in. BGF : fin. ADI 

fecundo, tang. BGF : tang. ADI =r: fin. EDI 

i 3) randem in triangulo plano rectangulo AID infer: 

"e AD'-— fin. ADI : AL 
Sic non folum diftantias loci a በመ B, C, D, E fed peace ¿fiat 
nem eius AI, et verum fitum E ; : 


; $. 16. 


Haec problematis propofiti folutio generalis abunde doce, quam 
commoda et egregia Geometriae acuflicae fit Theoria. Negue minus fu 
| pèrflaum duco, de vtilitate differere, quae inde in permultis cafibus po- 
“tifimum in bello enafceretur, fi loca vel valde remota, vel ob filuas, 
colles aut vrbes interiacentes vifui non obuia ope auditus explorare Geo- 
| 6: valerent, — Palmaria pu quae hic oritur, quaeftio :haec eft: 
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‚an fperari poffit, theoriam hanc actu applicabilem fore? "Quae vero quum 


fatis tuto non aliter nifi ipfis experimentis hunc in finem inflitutis decidi 
poflit, ad eam decidendam me quidem obflrictuni non video, commo- 
dam, quae ad haec experimenta inflituenda requiritur, theoriam Geo- 
daetis praebuiffe contentus. - 

Interim ad illam quodammodo faltim diiudicandam pauca addere 
iuuat. > Quae Geodaefiae acuiticae fauent, funt 1) quod motus foni 
aequabilis, 3) celeritas eius fat fere cognita eft, nempe ea, vt ere quieto 
quouis minuto fecundo circiter 1038 pedes Parif. abfoluat, 3) quod illa 
non variatur in fono magis aut minus forti; tempore fieno aut pluuio, 
noctu aut interdiu, diflantiis paruis aut magnis, diuerfa directione tor- 
menti, differenti terrarum interiectarum difpofitione , diuerfa àeris denfi- 
fate, nec vento, cuius directio ad rectam quae locum, in quo fonus. 
oritur, et locum, in quo auditur, iungit, perpendicularis ef; 4) quod 
ventus quidem aduerfus fonum retardet, fecundus acceleret, ea tamen ' 
quantitate pedum, quam ventus ipfe abloluit, quae vel ope Anemometri 
vel aliis modis haud aegre explorari poteft. ` Haec omnia compluribus 
experimentis in diuerfis regionibus, inprimis iis, quae Academia fEientia- 
rum Parina magna cura inflituit, confirmata funt (*), ac etiamfi forte 
quaedam ex circumftantiis allatis celeritatem foni reuera variarent, hoc 
tamen noflro cafu vix in cenfum venire videtur. ` Quod contra praxi Geo- 
metriaé acuflicae maxime obflare videtur, eft difficultas, momentorum,, 
quibus fonus in diuerfis flationibus auditur, interualla fatis exacte deter- 
minandi, quum tamen leuis error in. his definiendis commiffus infignem | 
errorem in calculo, quem theoria praefcribit, gignere poffit. " Quum 
enim fonus quouis minuto fecundo 1038, adeoque quolibet minuto ter- 
tio 17,3 pedes Parif. percurrat; patet, in Geodaefia acuflica horologiis, 
quae fingula minuta tertia rite indicant, opus effe. Haec vero difficultas 
iam feliciter remota vidgtut, dum tale horologium, a peritiffimo Klind. 

X worth 
ሮን fii praelectiones i in dni MEN uch WT $. 300, 
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worth confectum iam actu exiflit, quo cel. Kaeftnerus et alii viri docti in 
Obleruatorio Goettingenti anno 1778 die r5. Octobr vfi, vatias parui 
cuiusdam tormenti explofiones in locis, quorum alter tantum 1649,25 
alter 3 2 1 8,8 ped. Parif. ab Obferuatorio diftat, inflitutas obferuando, - 
tempdra, quibus fonus has exiguas diflantias ab! das. adeo exacte deft. 
ninere, vtratione primi loci vix 6, et refpectu fecundi vix 4 minut, tert. 
inter fe difereparent, foni vero celeritas ex comparatione ommium haruai 
ob/eruationum elicita quoad fecundum loeum 4 pedibus ; quoad primum 
autem vno tantum pede minor, quam Parifina fupra allata reperiretur (*). 

Si igitur Obferustor in flatione C (Fig 7. 9.) conflizurus eiusmodi horolo« 
gio inftructus fits ad interualla temporum, quibus fonus ad diuerfas በ13» 
tiones peruenit, rite. obferuanda illi nulla alia re opus eft, 818 vt finguli 
reliqui, eodem momento, quo in [52 quisque Ratione fonum cid id 
lucido quodam figao denotent. Fateor quidem, ad hoc rite peragen- 
dum fummam requiri attentionem et alacritatem. . Haec vero an huma- 

nas vires plane excedat, tentandum erit Geodaetis ነ ego decidere nom au» 
fim, quum Aftronomi reccntiores nobis exemplo fint, quam incredibilis 

in obferuando attentionis et alacritatis gradus ingenio et ftudio hominum 
tandem adquiri queat. Mihi quidem fufficiat, ardua quaedam ac ele. 
gantiora Geometriae problemata foluiffe, et Geodaetis theoriam fuppedi- 
taffe, qua vtantur, qui velint et poffint, 


Scholion. 


Aequatio x = 8. quam $. 11. inuenimus, curatiori indagine digna 
eft, quippe qua memorabilior vel grauioris momenti in vniuerfa Mathefi 
m (n? — b?) — n (in? — ርዕ 


ix deprehenditur. In aequatione x == 
Hi T2 2 (mb — nc) 


ፉ 6. ftabilita, quae pofito b =n, et c—m dat x —$, quantitates m, s; 
id eft, rectae enigman BC, BD pro conftantibus affumunter quas in qua- 
"libet 


yen 


(*) Vid, —: Anzeigen, 142, Stüf, 1778. 


ዕዳ 


-=- 


I9 
libet foni obferuatione pastas manere ponimus, quantitates vero x, b, c 
variabiles funt, quia pro vario fitu loci A, quantitatibus m, s, iisdem ma» 
nentibus, femper variantur, Si igitur more Analyftarum variabiles b, c, 
m(n? — y?) —n(m?—z2),- 


litteris vltimis y, z exprimamus, erit x — : i; 
2 (my — nz) 


adeoque x talis functio quantitatum y: 2, vt pofitis y==n, et z—m, 
x9 euadat, Huiusmodi functiones, vbi pro certo variabilium valore 
x 9 reperitur, innumerae in Analy(i occurrunt. Praeter has complures 
quoque dantur aequationes, quae, certo quantitatis variabilis valore po- 
fito, modo 9 — a; id eft, quantitati cuidam finitae cognitae aequalem, 
modo $— o, modo 5 == 00 exhibent. Sic v. g. femper eft 


144 — x? | i 
بح سسسب‎ 12 ተ X, qualemcunque numerum x denotet, et pofite 
12—X 

I — 2X + x? T 
x=ı2, oritur 824. Porro femper eft ——— —— = 


1—3r-jx!—x? — ሄሙጂጄ' 

atque. pofito x — 1, prodit 5 == 5 == 00. Pari modo femper eft 
m in at nic eer atque pofito X == I, oritur 5 == 9 — o. 

1—2x + x’? I ae 

Nunc primo, fi pofito certo valoreWariabilium, vt in exemplo noftro, re- 
peritur x=2, quaeritur: quid fractio 3 adeoque x hoc cafu fignificet, 
dum modo vidimus, mox £=a, mox $==0, mox 5== 22 elle? Haec 
quae(tio ab Analyftis ex parte quidem iam foluta eft. Methodum enim, 
illo cafu, quando x vnius tantum variabilis functio eft, quaefitum eius 
‘valorem ope calculi differentialis explorandi, iam Ioh. Bernoulli, in fuis 
Oper, Tom, I. p. 401, detexit, quam Eulerus, in Inftitut Calculi Diffe- 
rentialis Part. II. Cap. XV., compluribus illuftrauit exemplis, - Aft metho 

do wniuerfali, valorem x=2 rimandi, etiamfi x functio fit variabilium 
duarum y, Z, vt in exemplo noftros vel quotcunque plurium, quantum 
“ቤጊ C3 | - ego 


Biss 


0 


I 
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ego quidem fcio» adhuc caremus. Itaque in-exemplo noflro valorem x 
ope Analyfeos explorare quidem noa poflumus , fed eo facilius ex ipfa 
problematis natura eruitur. Quum enim ponatur y=b=mnm» hoc eft, 
(Fig. 7.) AC — AB 8 ነ adeoque AC— AB+BC; per fe patet ,, pun- 
ctum A-hoc cafu cum locis B, C, D in eadem recta'efle, nempe in prolon- 
gata BF. In hac vero pone punctum. A, vbicunque velis, vel in iplo 
puncto B, vbi AB==o euadit, vel in quolibet puncto G, vbi AB—GB 
‘eft, vel eiiam in diftantia infinita, vbi AB= 22 foret; in omnibus hisce 
- «afibus non folum AC — AB— BC, i.e: b==n, fed etiam AD — AB=BD, 
i.e. cm deprehenditur, Ergo in cafa noftro AB, feu x—2 reuera 
quemlibet cogitabilem valorem denotat, ita vt non folum x cuilibet rectae 
finitae GB aequalis, fed quoque x—o, et x= > fit, quum contra in 
tribus iftis exemplis, quae paulo ante adduximus, fractioni 2 femper 
vnicus modo valor competat. 


- Ex his vero iam fecunda; quae recentiorum Mathematicorum in- 
genia haud parum exercuit, exoritur quaeftio : qua nempe ratione ficri 
poffit; vt روج ع‎ aut $— رو‎ out جع‎ 20 cenfeatur? Qui tale quid con- 
tendit; nonne is eo ipfo mecum videtur, quod cyphra numeratoris in 
cafu primo a vicibus major, in tertio infínities maior et in fecundo infinities 
minor fit cyphra denominatoris ? Quid vero quaefo abfurdius? Huius 
difficultatis folutionem, quam iam in fe fpectatam grauiflimi momenti effe 
nemo facile negabit, quilibet fane eo magis neceflariam ducet, dummodo 
perpendat, fractionem f. potius rationem Geometricam 9 2 veram effe ba- 
fin; cui integra fic dicta Analyfis infinitorum feu calculus differentialis et 
integralis innititur. Vt haec eo clarius pateant, atque tyronibus Mathe- 
feos data hac occafione fimul prima faltim calculi differentialis idea fuppe- 
ditetur, ponamus v g. effe x —yy; erit x talis functio variabilis y, vt 
erefcente y fimul crefcat x, Crefcat igitur y incremento quodam quan- 
damlibet magno vel paruo, quod Y nominare volumus, adeo vt loco y 

la ; lam 


zi 
jam ponamus ሃች Y; hoc facto fimul créfcet x incremento, quod X nifai- 
‚eupare lubet, . Tali modo iam habebimus 
x + X=(y+Y) (y +Y) 

: =y?* + 2yY ተ Y” 

Sed x == y? (p. hyp.)s 1 ati 
Ergo er md X=2yY+ ¥ i. e, quando y crefcit quantitate Y; w crefcit 


vnde any —.2y + Y quantitate 2 yX + Y. 


Jam, quantumuis paruum accipias incrementum Y, nunquam tamen eud- 


X à wè S IR, 
dere poteft yoy aft quo magis decrefcit Y, eo minus $ fuperat 
valorem 2y, et quando incrementum Y prorfus rurfum tollis, atque 


t | , 
Y =o ponis, tunc demum actu euadit >= 3 y. Quum itaque expo- 


Xx. 
nens 2 y omnium, quos ratio geometrica Y habere poteft, minimus fit 
ille non indicat, nifi quanta incrementorum X, Y fit ratio viima, f. prima, 
vel, quod eodem redit, quanta eorum fit ratio mizia/is i, e. ea, in qua funt; 
‘dum variabilis y crefcere incipit, Incrementa X, Y in hoc ftatu iniziali ር 


_ in ratione vlrima confiderata ab Analy {tis differentialia quantitatum X, y vo- 


cantur et per litteras dx; dy exprimuntur, ita vt loco >= 2 y iam feri- 


Y 
dx u 
batur IT 2y, ex quo porto fluit 
dx — 2 ydy. 
Vti autem ex aequatione X 2y + Y patet, non fieri Y = 2y, nifi 
vere fit Yo; ita etiam ex aequatione praecedenti X= ay Y+Y? ap- 


paret, pofito a: fimul X=o poni. Quare manifeftum eít, difte- 
1 G3. 22a rentia- 


, 


ey 
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rentialia dx, dy. vere effe expbras,. nempe dx==0, dya, adeoque 
dx 6 5 4 a 

E 2y, atque aequationem differentialem dx — 3 ydy vero fenfu 


nil a'iud exprimere, nifi: 6ሯ=2፻ ነና o. Hoc modo euidens eft, totum 
calculum differentialem reuera niti aequatione 2 — a, vbi a generaliter 
vel o,. vel quamlibet quantitatem finitam vel infinitam denotare poteft, 
adeoque fummam quaeftionis, quomodo id blique contradictione fatui 
queat , grauitatem ex his eo magis elucere, ' : 

Ad Gordium hunc nodum foluendum Analyftae huc quidem con- 
fugerunt, vt differentialia dx, dy ceu quantitates infinite paruas confide- 
rent, in formanda autem infinite parui notione ad hunc vsque diem 
infigniter proh dolor! diffentiunt. Plurimi, imo tantum non omnes per 
infinite parua quantitates intelligunt omni affiznabili f. finita minores, 
quae tamen non pro abfolute nihilo habendae fed verae quantitates fint, 
Ita, quum quaeuis linea motu phincti continuo defcribi concipiatur, pone, 
plinctum quoddam P defcribere lineam quantumuis paruam fed finitam 
BD (Fig. 4), illud non perueniet ad D, nifi antea innumerorum, quae. 
inter B et D pofita funt, punctorum quodlibet falutauerit, atque ex primo 
puncto B ad proximum L, ex hoc ad proximum N et fic porro tranfierit, 
Quum vero linea inter puncta fibi proxima duo, tria, vel plura, dum- 
modo eorum numerus finitus fit, haud adfignari queat; in qualibet linea 
finita quantunilibet exigua innumerae lincac concipiendae videntur omas 
adfignabili f. finita minores, quas ideo infinite paruas vocant, ex quo de- 
inde prono quoque alueo fluit, lineas infinite paruas inter fe quidem 
comparatas inaequales effe poffe, finitam vero, cui vel addantur vel 
auferantur, nec augere nec minuere , atque fimul curuam infinite paruam 
jure pro linea recta baberi. Si iam differentialia dx, dy hoc fenfu pro 
quantitatibus infinite paruis accipiantur , vltro apparet, non folum dx, dy 
inaequales, adeoque ud = a poni licere, fed quoque fenfu rigorofo | 
+ dy=y, a ጥት dy=a, y t dy etc, effe, adeoque hac ratione 


y — 
a totam 
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totam difficultatem, de qna fupra monuimus, plane enanzícere; Non 
diffitendum eft, huic infinite paruorum conceptui nos non modo prae. 
flanriffimam illam calculi differentialis inuentionem actu acceptam ferre, 
fed eum quoque menti no(lrae adeo infixum et familiarem effe, vt illo 
non in Geometria folum fed potiffimam in Mechanica prorfus abflinere 
vix valeat. Nec magis diffitendum eft, folutiones problematuin difficil._ 
limas huius conceptus auxilio mirum in modum noa minas faciliores, 
quam breuiores reddi, adeoque illum in vniuerfa Mathefi maximo ufui effe. 
Dolendum vero, conceptum hunc vtut vtilem mere tamen elle iinagina- 
rium f. contradictorium. 

Nam quum quamtitas, quae omni aflignabili minor eft, ipfa 
iam adfignabilis non fit, multo minus vlla eius pars adfignabilis erit, adeo- 
que efl quantitas, de qua prorfus nihil adlignari poteft, Sed de eiusmodi 
quantitate etiam nihil. plane cogitabile e(t, adeoque notio eius non quan- 
titatem, fed potius omnis quantitatis defectum innuit. Ergo quantitas 
omni aflignabili minor f. infinite parua ceu quantitas confiderata con- 
ceptus contradictorius f. mere imaginarins eft. Vis huius argumenti eo 
magis elucefcit, fi notionem infinite parui ad quantitates fpeciales applice- 
mus. Quid enim quaefo cogitas fub numero, qui omni numero affignabili 
“<> minor et? an verum numerum? fane nil aliud nifi meram. cyphram 


feu o. Pone enim, poffibilem effe numerum, qui minor fit quolibet fracto 
t . . . > . 2 
=> cuius denominator numerus integer quantumlibet magnus efl; per 


fe patet, illum non alium effe poffe, nifi fractum . Quuin vero 


VIH IH se divide r per numerum infinitum 
1 + 1 ل‎ 1 
I+1+1+1+...0) 14141414. بج....‎ 
کنا سا کک‎ 
—1—1-—1-—.....^9 
0 
Ergo fictus hie numerus omni fracto - minor f, infinite paruus 
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Quod de numeris valet, id de quantitatibus geometricis, v. g. 

de lineis, qnibus notio infinite parui genefin fuam potiffimum debet, eo 

magis confpicuum ef. ` Quum enim punctum non pars fed terminus 

lineae fit, omnis lineajita comparata erit, vt vel quaelibeteius pars iterum 


lines fit, vel nullis plane partis conftet. - Ponamus-iam lineam, quae: 


nullas partes habeat; illa prorfus indiuifibilis erit (quales lineas olim De- 


4nocritus et Leucippus ftatuere et feculo praecedenti Bonauentura Cauale- ' 


rius, in Geometria indinifibilibus continuorum. noua quadam ratione pro- 
mota, Bononiae 1653, ad demonftrationes et inuentiones Mathematicas 


fublenandas, adfumebat) adeoque inter duo ipfius puncta extrema nullum ` 


tertium erit, in quo diuidi poffit,- hinc linea ifta duobus tantum terminis 
“extenfionis conftans extenfione ipfa prorfus carebit, i. e, erit linea non ex- 
tenfa. Quum:vero-haec fibi ipfa repugnent; linea indiuifibilis reuera eft 
“Non-Ens, ergo quaelibet cuiusuis lineae pars denuo linea fit neceffe eft. 
Ygitur quaeuis linea aon ipfa modo diuifibilis eft, fed quaelibet eius pars 


iterum diuidi pote, i.e. quaenis linea diuifibilis eft in infinitum. Iam. 


vero lineam in duas partes diuidere non eft, nifi punctum commune ad- 
fignare, quod vtramque partem terminat, adfignato autem hoc puncto 
vtraque fimul pars^ipfa adfignatur. Igitur quaeuis linea innumeris par- 
tibus adfignabilibus conflat, «adeoque et ipfa ceu totum, adfignabilis fit 
neceffe eft. Ergo linea infinite parua f. omni aflignabili minor eft linea, 
quae non eft linea, i. 6. ens mere imaginarium, “Quam vero quantitates 
infinite paruas iam in fe mere imaginarias effe euictum fit; eo magis va- 
rii infinite paruorum ordines pro meris fictionibus habendi ertint. 

Optime haec iam Leibnitius et Wolfius cognouere,” Ille enim (*) 
de infinite paruorum vfa loquens ait: " commoditati expreflionis feu bre- 
viloquio mentali inferuimus, fed rion nifi toleranter vera loquimur, quae 
explisatione vigidantur. ` Mic vero (*) non idem folum affeuerat, fed 
dei verbis infinite oil eorumque ordines pro mere imaginariis et 


a. : „fictio. 
6 Vid. Acta Etud, Lipf. A. 1712. pag. 168. 
ECD Wolfii Elementa Mathef, Tom. V, cap. IV, 1 334 et Olea, de Audio Ma. 
thematico recte inftituendo cap. IV. $. 231. 


M 


NA p a jik dy Mès 
fietionibus declarat. Ve igitur difficultatem 1; aequatione ay a ob- 
viam remouerent magni illi viri, quos ipfe quoque Segnerus fequitur, 
per quantitates infinite paruas eas intelligebant, quae vere quidem finitae ` 
adeoque in fe non funt nihilum, fed tantummodo refpectu aliarum pro | 
nihilo habentur, vt v. gẹ diameter puluifculi refpectu altitudinis montis, < 
haec refpectu diametri terrae, haec ‘refpectu diflantiae ftellarum fixarum 
pro nihilo haberi poteft (*). Sed fi differentialia dx, dy pro vere finitis 
habenda fint; per fe patet, fenfu rigorofo poni non poffe a ች dx —a, 
multo autem minus a? «F bdx =a? ; fi b numerum infigniter magnum, 4 
vero fractionem admodum paruam denotet, Quum igitur id quod infi- 
nite paruum vocari folet, nec quantitas finita, relatiue tantum pro o ha- 
bita, nec media quaedam f. pons inter finitam et o effe poffit; fponte fe- 
quitur, illud neutiquam effe quantitatem, fed vero et abfoluto fenfu Ni- 


bilum i, e. plenarium quantitatis defectum. ። | 
Primus, qui hoc. publice profitebatur, Euleras erat, in Inflit, 


“calcul, diff. tam praefatione, quam Cap. III. repetitis vicibus diferte do- 


cens, quae infinite parua f. omni dabili minora vocantur, adeoque et 
differentialia dx, dy reuera effe—0. Quae vero quum ita fint, difhcul- 
tatem, ad quam foluendam primi Analyflae ideam infinite parui eiusqe 
innumerorum ordinum effinxerant, qui nempe $ =a effe poflit, -in fum- 
mo fuo vigore reuiuifcere intuens vir fummus |, c. Cap. III. $. 84. flatuit, 
rationem quidem arithmeticam inter binas quasque cyphras effe aequalita- 
tis, non vero rationem geometricam.  "Facillime, inquit, hoc perfpi- 
cietur ex hac proportione geometrica 2: ፪ — 0:0, in qua terminus quar- 
tus ell =0, vti tertius Ex natura autem proportionis, cum termirus 
primus duplo fit maior, quam fecundus, neceffe eft, vt et tertius duplo 
maior fit quam quartus," Vnde porro concludit, infinite paruorum, 
; | ١ | quan- 
(*) Act. Erud, Lipf. A. 1712, pag. 168, nec non Wolf, Elem, Math, Tom. V. in- 
commentat, de በህ, Math, cap, IV, $.226, et Tom, I, in Elem, Analyf, infi- 
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quanquam per fe funt— 0o, in ratione geometrica ህከ ርክ nihilo 
‘minus innumeros dari poffe ordines, quare etiam in ipfis Caiculi differen- 
tialis principiis tradendis morem communem tum temporis receptum reti- 
nuit, Quae quum duriuscula et certitudinem Analyfeos infinitorum magis 
fufpectam reddere, quam firmare viderentur ; Kaeffnerur. et Karftenius 
fundamenta huius fcientiae ita iacere conati funt, vt infinite paruis vel 
prorfus carere poflimus, vel, fi quis illis anes caufla vti velit, veras 
eiusmodi locutionum fenfus cuiuis pateat, Quem ad fcopum attingendum 
omnia. ad. celebrem illam , qua Newtonus ‘in principiis fuis Philofoph. 

naturalis mathematicis vfus erat, methodum: rationum. primarum et citi. 
marum, 1. limitum rationum reduxere, quorum intentionem verum 


emnemque calculi differentialis finem effe ipfe — L c. luculentiflime. 


oftendit. Hinc per rationem differentialem — non intelligunt nifi eam 
| MP 2:2... "ሐር 
rationem plerumque finitam v.g —-, ad quam ratio incrementorum v. ጄ 
| 2 | 


y ay Y eo propius accedit, quo magis incrementa X, Y deciefcunt, 


et cui perfecte aequalis fit, fi Y et X euanefcunt , quam igitur rationem, 


X 
vt in -noftro cafu Y mitem ratio nis incrementorum حر‎ vccant, Húne 
I 


Y 

limitem Kaeflnerns communiter breuiffime eo determinat, quod oftendat, 
incrementum Y omni dabili minus fieri poffe, Karllenius vero in illo ex- 
plorando potiflimum methodo exbauflionis veterum vtitur. — Gratiffima 
fane mente cuiuis folidioris cogaitionis amanti fatendum eft, principia 
Analyfeos infinitoram ab eximiis: his viris ad fimmum rigoris fafligium 
euecta effe, Verumtamen, A, qnae mihi quidem videntur, aperire licee 
80, fola illa difficultas, qui Za effe poffit, hic quoque remanet, nee 
intelligi poteft, quid Regia Academia fcientiarum Praflica in Analyfi 
horum virorum defiderare, et qua igitur ratione bafin calculi differentia 
lis ga contradictoria declarare potuerit, nifi living forte difficultatis- folu- 
y tig» 


tionem adhuc defiderauerit. Quum enim v. g, ratio incrementorunt 
IL. : 

go 2y + Y limitem — tum demum attingat, quando vere fit Y =0, 
s | 

: mI so) 2ኛ 

adeoque etiam X=0, hoc vero cafu ratio illa in hanc abeat———, 
. a O 

nonne ei, qui» yt fas eft, rigorem Geometricum quaerit, omnino fufpi- 


cio enafci debet, num limes ifte 2, qui non aliter nifi acquatione appa- 
5 E 


renter falim contradictoria obtineri poteft, vere poflibilis fit, anne potius 
tota limitum ር. rationum primarum et vltimarum methodus, quatenus pro 
bafi calculi differentialis adfumitur, inter mere imaginaria et effictitia re- 
ferri debeat? Quae fane füfpicio penitus numquam euanefcet, nifi ante 


enodatum fuerit; an et quo modo ratio cyphrarum aequalium 2 rationi 


inaequalitatis ZY aequalis elle poffit, Ne quis obiiciat, hac fufpicione mo- 
. I : 


ta certitudinem antiquiffimae methodi exbauflionis, quae tamen omnium 
confenfu rigorofiffima eft, fimul infringi» adeoque illam nimium probare 


`tonantem nihil probare, Ii enim limites, ad quos determinandos Archi- 


medes et alii veterum methodo exhauftionis vfi funt, rationes vltimae non 
folüm quantitatum finitarum, fed quoque rationes aegualiraris funt, ideo. 
que in his omnis contradictorii fufpicio plane corruit. Sic v. g. polygo- 
num regulare circulo infriprum et fimile fibi circum/criptum, fi circulum ceu 
limitem fuum attingunt, ambo coincidunt, adeoque ratio illorum vltima . 
non folum ratio finitorum, fed etiam ratio aequalitatis eft. Aliter vero res 
fe habet». fi methodus exhauftionis ad eiusmodi cafus applicetur, vbi ratio 


- vitima non ratio finitorum, fed cyphrarum ነ eaque fimul razioni iwaequali- 


tatis aequalis eft; in his enim cafibus iure quaeritur; an ifta methodus re- 
vera applicabilis fi [ t, quamdiu non oftenfum fucrit, quomodo ratio aequa- 
lium rationi otan acqualis. efle poffit. Karftenius quidem (*) ad 


Da hanc 


© ms Anfangegeände der mathematifáen Analyfis und bébern Geometrie 1786 
y UL 05098 i $. 27. 


j^ et = De a n 
- 28 : : 

hanc difficultatem euitandam rem inuertit et ex indubia omnium cyphra- 
rum aequalitate concludit; omnem inter eas comparationem plane ceffare, 
adeoque , quando incrementa X Y vere ponantur =o ‚non Spes quaeri, 


quaenam inter illa init ን? ratio, fed ad folum Jimitem (v. g. APT * witimiüm 
: : 


valorem Exponentis Y? qui nihilo minus; determinari poffit; refpici. Hac 


vero explicatione rem non enodari fed rigidari facile eft intellectu, Etenim 
1 EN . - n n 2 . . ^ A A ው M ኣዩ 
ex propria ipfius definitione limes nil aliud eft; nifi ille rationis <y Exponens` 


v.g. 27, qui tum demum obtinetur, quando incrementa X, Y reuera po- 
nuntur xo, 81 igitur, vti adferit; hoc cafu inter X, Y nulla compara- 
tio, adeoque nec ratio poffibilis fit; quo modo, razione ipfa penitus fublata; 
eius tamen Exponens f. limes remanere et adfignari queat, ego quidem vt 
videam tantum abeft, vt inde potius concluderem, limitem hunc aeque 
impoflibilem et mere imaginarium elfe, ac ipfam rationem $, cuius Expo- 
nens eft, i.c. in aequatione ح حم‎ 2y + Y valorem 2» ad rationem Y» 


quidem femper propius accedere, nunquam vero illam aequare pofie, dum 


kò gad - Ti | 
hoc cafu ratio جح‎ conceptus imaginarius fiat. Eodem fere modo nuper fe 


X 
expedire tentarunt cel, de Stamford (*) et de Maffebach (**), qui cum Eu. 


lero quidem fatentur, differentialia dx, dy vere effe o, nihilo tamen fecius 


Ko 
E M f. rarionem effe prorfus negant, et hanc exprefii ionem. 

n.o 
pro mero 0 rationis illius, quae quantitatum x y incrementis === 0 po- 


fitis obtinebatur, venditant, _Generof. de Maffebach I. c, in praefatione 
diferte dicit: ^ "So oft dU, d dy n. f. w. PR fo bedeuten diefe 
. Auge 

d vid. Berfinifies mini bet cleft und- infe. Zweiten Bandes erftes 


Stic i784. ©. 1—7. 
E up Anfangégrinde der Diffevengial: und ማቸ ‚Rechnung, gum Gebran des 


. Sngenteurs und Artillerifien, von einem König, en Offizier, Kalle 1784. 


١ 
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Musdewee Full, Nurit man aber ibercinmiefomimen, folche Ausdri 
de, wie = Eso f. w, obalekch fie auch nichts weiter als E Tull fi ind, als 

Beichen لاطبلا‎ ER, wodurch das Dafeyin, gewiger Gripen atte ` 
gedeutet wird. Der Ausdrircé mou zeigt alfo feinesweges x x an, fore. 
dern man wiff damit fo viel fagen, vof x mit einer gemigen rife, welche: 


1 ነ 
man en das Zeichen ve anzeigt, meli worden fey, Hingegen iff 


der Ausdruck dx 5 weiter nichts , als N: if. " Vltima haec 0 


omnino vera eft, reliquae contra totidem contradictiones funt. Nam 
| dU 5 

contendere 1) quod 91፲ሯ= ره‎ dx:=0, verumtamen non RT fit, 
m x o 


| ፀ ኙት” so HU : | 
2) quod femper ማው መመ nihilo. vero minus x a rejo==afit, 3) 


quod calculus differentialis ex pacro tantum verus fit, quid quaefo id aliud 
eft, nifi totidem contradictoria contendere? 
Quum, his omnibus rite perpenfis, ‘extra omnem dubitationis 
aleam pofitum fit, quamlibet rationem differentialem veriffimo fenfu ratio- 
AWA d^ o : JAN" 
nem cyphrarum elle, nempe xut licet omnes cyphrae fibi aequales 
fint; ' iure fufpicamur, contradictionem inter has duas propöfitiones mere- 
apparentem fore, Agedum itaque id dilucide euincamus. ^ Vt fupra ad- 
ducto exemplo Euleri vtar, quaero: vnde probas; in proportione 
2:1:7—0:0 priorem cyphram duplo maiore» effe pofteriori? Inde, ipfe 
 Eulerus refpondet, quia, cum terminus primus duplo fit maior, quam’. 
fecundus; neceffe eft, vt et serziws duplo maior fit, quam quartus, Aft haec 
propofitio in noflro exemplo, me quidem iudice, admodum finiftre appli- 
catur. Quod vt pateat, refpiciamus ad demönffrationem, qua veritas huius 
ros nititur. , Ponamus igitur, in proportione a: based Expo- 
D 3. . mente 


30: — 


nentem rationis a:b effe — n5 erita—nb, c—nd. Tam fita > b; erit 
nz 1, tonfequenter nd > d, ergoc > d. - Atqui manifeftum eft, pro- 
pofitionem: pofito 8 > t erit nd > d, vniuerfaliffime quidem veram elle, 
fi d veram quantitatem denotet, neutiquam vero, fi d:=0 ponitur, quia 
enim femper n حدم‎ 1.0, quemcunque numerum # defignet» hoc cafu 
802205 ergo et c=d erit. Ex ipfo itaque demonftrationis neruo appa- 
ret, in proportione a:b=o:o, per ipfam proportionis naturam , priorem 
cyphram pofteriori femper aequalem effe, quidquid litterae a, b denotent, 
iftamque proportionem, pofita 8 = nb, proprie ita exprimendam effe 
a:b=n.0:1.0=n:1. En igitur fingularem fed vnicum licet latiflime 
patentem cafum, quo absque, vlla contradictione ratio inaequalium rationi 
aequalium aequalis elle potcft. Perperam itaque Analy fae veriti funt, ne 
cum Eulero cyplirarum inaequalitas ftatui deberet, fi differentialia dx, dy 
pro veris cyphris, et expreflionem 3 (vnico cafu, vbi 2 — 1 ponitur; ex- 
cepto) pro vera ratione geometrica declararent. ን 

Quamquam breuiflima haec rei dilucidatio totam difficultatem, quo», 
"modo 2==a elle polit, tam facile tollit, vt, nodum in fcirpo quaefiuiffe 
viderer, nifi prolixa eius- hiftoria praemifla doceret; quantopere illa Ana», 
lyftas. torferit; non tamen inutile erit, grauiffimae huius expreflionis 5 
` naturam propius adhuc indagare. Duplici haec modo confiderari potelt,' 
vel vt quarts 1. fractio, vel vt rario geometrica, Confideretur itaque prime: 


vt ratio geometrica 0:0, fequitur 1) 0:0 — a : b 
eri a 2).0.::0 oe 
3) on: 1:8 


Nam quum b.o—a.0, T. 0— 36.0; a. 0:=0, 0, adeoque in fingulis tri» 
bus proportionibus. productum 'extremorum producto mediorum aequale 


fit; fingulae iftae tres proportiones verae funt, Ergo eft vel Ve rd 


Sum sé» vel 0. Mop: i A] 
x 2 Secun- 


L. $ 


E 
ts) 
ta? 


: PL i ችር e a 3 
Secundo fi — confideretür vt quotus; denuo erit nre vel 
0 
iQ o ^ ^ E 0 M a 1 
— x, velo جح‎ Cd, quia fingulis his cafibus, fi quotus vel Fr vel 564 
Q [e] el l d 


vel o per diuiforem 6 multipticetur, diuidendus o prodit, 
o . LI 
E auibus patet, rationem — expreflionem indeterminatam eamque 
o 
emnium vniner ‚falillimam elle, quae non omnes folum pofibiles quantitates fni- 


tas et infnitas» fed ipfum quoque o fub fe comprehendit, adeo vt fumma 
Mathefeos in euolutione folius rationis 9 confiftere iure dicatur, caufam 


vero, cur ratio 8 tam infiniti ambitus fit,” hauc elle, quoniam 
í OTC (CIR o 
oto.o0=1,0=2.0=0o0.0€ft, Quando igitur —————, —— 26, — —3G 
4 Q a "o 
2.0 '4 oa "000 ወ 
ponitur: id proprie hunc fenfum habet: —-—>—, —— — —, ———, 
boo b 1.5 6:85 We 
| | v a E nC. (QUE o | 
eodem modo; quo dicimus : ART yo A Difer 
DE. 5: - P ፪ 
qe quoi haec confirmantur exemplis fupra adductis. Si enim aequatio 
144—X o 
e PE fito x= 12, in hanc abit: s24; vltro patet 
p gir ami | , po T 45 9 patet, 
: E 24.0' 2 
hanc aequationem proprie expreffam effe كنك‎ 7t, Nam 
vi "የፃ 10 1 : 
144—x? (12 x) (12—x j 
——— = ELE EAR I UA vnde pofito x == 12 «euadit 
12x 2 (13—x) | 


1441 23.0 2 .. ..- > : a 
> A ed a S l 4 i 1 
E A Simili modo id de reliquis exemplis facile 


` efendi poteft. Idem quoque de aequatione differentiali fupra allata 


ሦ ==. quae ex aequatione y= zy» Y eliciebatur, men Quum 
enim X= (2y 4 Y) Y; عي‎ DE Yo zus -hinc pofito ¥—e; 


\ s ] | ebti- 


3% 

obtinetur ንች መመመ Quamuis itaque 2 y; o == 1,0, adeoque cyphrae 
dx, dy prorfus aequales i, e. quantitate eaedem fint, quia quantitas vtriusque 
nulla eft, illae tamen qualitate f. modo confiderandi plane diverfae funt, 
quoniam per naturam functionis x cyphra dx talis eft, vt 2» vicibus fü- 
menda fit, dum cyphra dy femel fumitur, quare cyphras iftas, quas Ana- 
lyftae per dx, dy exprimunt, nullatenus fibi fubftituere f. inter fe confun- 
dere licet. Neutiquam igitur, vti de Mallebach arbitratur, a pacto quo- 
dam Analyftarım pendet, cyphras iftas, quas differentialia vocamus, cer- 
tis fignis v. g. dx; dy a fe inuicem m diftinguere, fed neceflario id a ipfa 


calculi indoles, Quum porro ratio incrementorum finitorum- Y" quippe 


quae mutationem indicat, quam functio x patitur, quando variabilis y 
actu mutatur» naturam functionis x diftincte explicando inferuiat, idém 


X i 
queque de ratione horum incrementorüm vltima a^ quae. oritur, ‘dum 
T 


incrementa X, Y in o abeunt, eo magis valet, Haec enim pro quauis fitt» 
crione data x conftantem ር innariarum exponit limitem, ad gaem ratio incremen- 


X 
torum Ginitorum Y femper quidem mapi accedere, er veró actu 
peruenire poteft, Ita in aequatione x —y?, fi y actu crefeit quantitate 
finita Y quantumuis exigua; functio x ea quantitate n crefcit, vifiratio 


X dx 
— limitem ቻም ር femper fuperet, eo tamen minus» quo minor eft Y, 


Si v.g. Y dime ima tantum pars quantitatis y eft, X eum valorem 


habebit» vis limitem 2y adhuc centillionefima parte quantitatls y exces 


po ፡ doc "ሪር፣ > Hw e } 
dat, Quum igitur Jimes ifte fi ratio E — — nullo oo varietate igs 


dy œ 
cremene 


ያር በፌ / 1 
١ I ] ። 
ኣ ኝ = 
> v H 


erementorum X, Y pendeat, fed pro quauis data functione x conftans et. 


e dx 
inuariata fit, licet alia functio x alium quoque limitem = det, praeter. 
| y 


‘dx i : 
haec vero ratio — femper multo breuior et concinnior fit, quam ratio 
27 dy p 


> :.:.: à; | 
incrementorum finitorum Y nihil fane ad naturam cuiuscunque functio- 


ር ማጊ KAN sita: 9 

nis euolnendam aptius excogitari poteft, quam ratio differentialis -— ር 
0 

mas: quum omnes pollibiles quantitates fub fe contineat, iam per fe cal- 
eulum praebet, quo vniuerfalior nullus eft. Et hic quidem calculi diffe, 


rentialis finis primarius ac vnicus eft, nempe naturam cuiusuis functionis 


| | d 
breuiffime ac vniuerfaliffime euoluendi. Tandem quum — =2 cuilibet 
y o 
quantitati v. g. 2y acqualis effe poffit; per fe patet; differentialia dx, dy, 


. licet cyphrae fint denuo differentiari polie, atque ddx» ddy rurfum cy- 


d 4 à; 
phas effe. . lta fi => == ay fit, erit dx = 2ydy» hinc 
ኣ ና% ሃ > Shy 


o 


dd dy? ር 
ddx — 2yddy 4 2dydy, ergo Toy T ` a, vbi, per 
| be cacy: c! d^y o 
fuperiora, rurfus vel Rz quantitas, veletiamo elle potefi, confequenter 


ddx 


| ለ minus ac C quamlibet quantitatem defignare poterit. Hoc lu- 
y 


y 


_ sulentius patet; fi dy ceu conftans confideretur, quae nullum diferentiale. 


= 


t T A d 
habets tum enim RATEN: 2 hinc M 2 Itaque apparet, ddx, 
y 


ddy bak differentiari poe; adeoque infinitos altiores ordines differen- 
tialium v. g. dx, dix, dx etc, dari» licet quoduis differentiale reuc- . 


ik‏ 0 بوم 
E "NEA BE‏ 
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34 
Ex his omnibus iam fequentes deducimus propofitiones: 

1) Quum omnia diffcrentialia tam prima, quam altiora merae cy- 

hrae fint; calculus differentialis proprie non eft nifi calculus cypbrarum (Vie 

eigentliche Nullenrechnung) , qui.co tendit, wt. ratio increméntorum vltima 

exponatur, cuius ope natura cuiusuis functionis. breuifime explicatur» 

adeoque via ad quoduis problema mathematicum foluendum paretur maxi- 
me commoda. 

2) Hinc infinite parua; eorumque Ordines, qui merae fictiones funt, 
calculum differentialem nullo modo adficiunt, verum ex illo prorfus pro- 
fligari debent, quare ‘etiam fcientia, quae vfum calculi different:alis con- 
cernit et vulgo Anabfis infinitorum audit, potiori. iure, vti iam Karftenius 
monuit; Analyfi s fublimior vocanda eit. 

3) Calculus hic cyphrarum, quum fecundum regulas communes ina 
ftityatur» non minus» quam calcuius realium quantitatum , Jummo rigors 
gaudet, nec igitur in eius applicatione prolixiori demum methodo exhau- 
ftionis opus eit; fed fimulac ratio incrementorum finitorum e data fun- 
ctione deducta eft, illa ftatim fine ambagibus in o conuerti poffunt , - id 
quod, fortunante Deo, alibi vberius monitrabo, 


H 


e. 


THESES 


` VBERIORIS DISP VTANDIM ATERIAE PRAEBENDAE 
CAVSSA ADIECTAE. 


Una) 


1) Spatium non eft. obiectum extra nos. exiflens, fed forma fenfus 
noftri externi , ችያ conditio fubiectina, fub qua fola res externas 
nobis repraefentare valemus, ergo non notio vniuer falis feu ab- 
flracta , fed intuitus , isque non empiricus i i.e. a feufationibus 
demum genitus, verum purus. $^ 


2 › Geometria efl Ícientia 4 priori › eaque plane ተፈ 


3) Aflrenomia ideam immenfae maieflatis Dei optimo colluftrat 
lnmine. 


^q HI» 
f í 


CORRIGEN D A. 


pag. 1. lin, 6. pro- reclarum lege rectarum, 
— —lin fio — 1083 —' 1038. 


e DEVS O, M, FELIX FAVSTVMQVE ESSE IVBEAT ECCLESIAE, REIPVBLICAE, ACADEMIAE! 


SVB AVSPICATISSIMO REGIMIME 
AVGVSTI, SERENISSIMI ET POTENTISSIMI PRINCIPIS ET DOMIN], 


DOMINI 


RIDERICI SECVNDI. 


REGIS BORVSSORVM, 


MARCHIONIS BRANDENBVRGICI, S.R. I. ARCHI-CAMERARII 


ET PRINCIPIS ELECTORIS, 


SVPREMI SILESIAE DVCIS, PRINCIPIS SVPREMI ARAVSIONENSIS NOVI 
CASTRI ET VALANGIAE, NEG NON COMITATVS GLACENSS, &c. &c. &cc. 
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